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درس اول :هندسه تحلیلی
یادآوری و تکمیل معادله خط
انواع خط
الف) خط های مایل : شکل کلی خط های مایل به صورت  می باشد که در آن  شیب خط و  عرض از مبداء ( محل برخورد با محور عرض ها ) خط است . 
( در خط های مایل درجه  و یک می باشد )
رسم خط: برای رسم یک خط با داشتن دو نقطه از خط می توانیم آن را رسم کنیم.
مثال : خط های زیر را رسم کنید.










نکته :برای بدست آوردن عرض از مبداء به جای  عدد صفر را قرار می دهیم.





















نکته: خط های مایل را به صورت  نیز نشان می دهند که در این حالت برای بدست آوردن شیب و عرض از مبداء بایستی آن را به صورت  در آوریم ( کاری می کنیم که  تنها شود) 
روش سریعتر برای به دست آوردن شیب خط وقتی و در یک سمت تساوی باشند:	

مثال : خط های زیر را رسم کنید شیب و عرض از مبداء آنها را نیز به دست آورید.


 (
عرض از مبداء       شیب
)






	


 (
عرض 
از مبداء       شیب
)







معادله ی خطوط مایل خاص
1) معادله ی نیمساز ناحیه ی اول و سوم برابر  است.
2) معادله ی نیمساز ناحیه ی دوم و چهارم برابر  است.
3) معادله ی کلی خطوط گذرنده از مبدأ مختصات،  است.
4)معادله ی خطی که طول از مبدأ آن P  و عرض از مبدأ آن q باشد،  است.




ب) خط های افقی: شکل کلی خط های افقی به صورت  می باشد (درمعادله خط های افقی فقط  داریم  (  نداریم)
شیب این خط ها صفر است در حقیقت این خط به صورت  هستند که پس از ساده کردن به  می رسیم.
برای رسم این خط ها خطی افقی موازی محور ها در محل برخورد با محور  ها یعنی  رسم می کنیم.
مثال: خط های زیر را رسم کنید.










معادله ی خطوط افقی خاص 
1)معادله ی محور x ها ،  است.
2)معادله ی خطی که از نقطه ی  به موازات محور x ها رسم می شود،  است. 




	
ج) خط های قائم: شکل کلی معادله ی خط های قائم به صورت  است  می باشد ( در معادله ی خط های قائم فقط  داریم(  نداریم) 
شیب این خط ها تعریف نشده است.
برای رسم این خط ها خطی قائم موازی محور  ها در محل برخورد با محور ها یعنی  رسم می کنیم.




	


معادله ی خطوط قائم خاص
1)معادله ی محور y ها،  است.
2)معادله ی خطی که از نقطه ی  به موازات محور y ها رسم می شود،  است.




	





جزوه کنکوری تمام مباحث ریاضیات تالیف حبیب هاشمی در کانال تلگرامی @eshgheriazikonkour




وضعیت دو خط نسبت به هم:
الف) موازی
دو خط در صورتی با هم موازیند که شیب های آنها با هم برابر باشد.
مثال 1 


تست: به ازای چه مقدار  دو خط   موازی اند؟

حل) اگر بخواهیم دو خط  موازی هم باشند، باید ابتدا شیب هر کدام از معادله ها را به دست آوریم سپس  مساوی هم قرار دهیم






ب) عمود:
دو خط  و  را عمود بر هم رسم کرده ایم. شیب آنها را مورد توجه قرار می دهیم. 


	[image: ]
ملاحظه می شود که شیب ها عکس وقرینة یکدیگرند.
به عبارت دیگر حاصل ضرب شیب دو خط برابر است.          
دو خط غیر موازی با محور های مختصات بر هم عمودند هر گاه شیب هر کدام عکس و قرینه ی شیب دیگری باشد. به عبارت دیگر حاصلضرب شیب های  آنها برابر  باشد، یعنی  


مثال :  اگر  و  دو عدد حقیقی متمایز باشند، نشان دهید
خط گذرا از نقاط  همواره بر خط  عمود است.
کافی است شیب خط ها را با هم مقایسه کنیم:


حاصلضرب شیب ها برابر  است پس بر هم عمود هستند.
تست: به ازای چه مقدار m، دو خط  بر هم عمودند؟

حل)دو خط  بر هم عمودند. شیب این دو خط به ترتیب برابر با 3 و  است. شرط عمود بودن دو خط این است که حاصل ضرب شیب های دو خط برابر  باشد. داریم:

تست: اگر خطوط  اقطار یک لوزی باشند، k کدام است؟

حل) گزینه ی «4» می دانیم در هر لوزی، قطر ها بر هم عمودند. پس خطوط
  بر هم عمود بوده و حاصل ضرب شیب هایشان برابر  است. شیب خط ها به ترتیب برابر با  است. داریم:


ج) متقاطع غیر عمود:
اگر دو خط موازی نباشند  و بر هم عمود نباشند  آن گاه متقاطع غیر عمود هستند


مثال: خط  به معادله ی  و خط  با عرض از مبداء 5 به معادله ی  را در نظر بگیرید:
الف)  ، شیب خط  را طوری بیابید که  با  موازی باشد.

ب) به ازای چه مقداری از  دو خط بر یکدیگر عمودند؟

تست: خطی که از نقاط  می گذرد، خط  را در نقطه ی  قطع می کند.  چه قدر است؟

حل) گزینه ی «2» ابتدا با داشتن مختصات ، معادله ی خطی را که از این دو نقطه عبور می کند می نویسیم. داریم:

وقتی  یعنی خط افقی است و معادله ی آن به صورت  یا  است. حال برای به دست آوردن مختصات نقطه ی C ( محل برخورد خط )، کافی است این دو معادله را در دستگاه دو معادله ی دو مجهولی قرار داده و آن را حل کنیم. داریم:

مثال: در هر قسمت شیب دو خط داده شده را به دست آورید و مشخص کنید که دو خط نسبت به هم چه وضعی دارند. (موازی، عمود یا متقاطع غیر عمود؟)






حالت خاص: خط های افقی  و  خط های قائم  همیشه بر هم عمودند.


متقاطع غیر عمود ند.
مثال : وضعیت هر جفت از خطوط زیر را نسبت به هم مشخص کنید:



با توجه به شیب های خط ها : خط  موازی  است و خط  بر دو خط  و  عمود است. 





نوشتن معادلة خط
الف) نوشتن معادله ی خط با داشتن شیب و یک نقطه از آن 
اگر   یک نقطه از خط و شیب آن برابر  باشد آن گاه معادله ی خط از فرمول زیر بدست می آید.

مثال : معادله ی خطی را بنویسید که شیب آن  و از نقطه ی  بگذرد.

مثال: معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی  بگذرد و با خط  موازی باشد .
چون خطی که قرار است معادله آن را بنویسیم با خط  موازی است پس شیب آنها با هم برابر است یعنی:


تمرین: معادلة خط گذرا از نقطة  را بنویسید که با خط  موازی باشد.
مثال: معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی  بگذرد و بر خط  عمود باشد.
چون خطی که قرار است معادله ی آن را بنویسیم بر خط  عمود است پس شیب آن عکس وقرینه ی شیب این خط است.

تست :  خطی موازی با خط  بوده و عرض از مبدأ آن برابر  است. کدام یک از نقاط زیر روی این خط واقع است؟

حل) گزینه ی «3» برای نوشتن معادله ی خط، کافی است شیب و یک نقطه از خط یا شیب و عرض از مبدأ خط را داشته باشیم . چون خط موازی با خط  است، پس این دو خط هم شیب هستند ( یعنی شیبشان یکسان است). پس ابتدا شیب خط  را به دست می آوریم:


بنابراین شیب خط مفروض نیز  است. از طرفی عرض از مبدأ خط (یعنی h )برابر  می باشد. حال با داشتن شیب و عرض از مبدأ خط، داریم:

حال کافی است، تک تک گزینه ها را در معادله ی خط صدق دهیم . تنها مختصات نقطه ی گزینه ی 3 یعنی 
در معادله ی خط صدق می کند.
تست :معادله ی خطی که از نقطه ی  گذشته و بر خط  عمود باشد، کدام است؟


حل) گزینه ی «2» برای نوشتن معادله ی خط، باید نقطه ای از خط و شیب را داشته باشیم. نقطه ی  روی خط است. چون خط مفروض بر خط  عمود است ، شیب آن عکس و قرینه ی شیب خط  است. چون شیب خط  برابر  است، نتیجه میگیریم شیب خط مفروض برابر با  است. پس داریم:

تست : معادله ی خطی که بر خط  عمود باشد و خط  را در نقطه ای به عرض  قطع کند. کدام است؟


حل) گزینه ی «2» چون خط مفروض بر خط  عمود است، شیب آن عکس و قرینه ی شیب خط  می باشد. چون شیب خط  برابر با  است، پس شیب خط مفروض برابر با  خواهد بود.
خط مفروض، خط  را در نقطه ای به عرض  قطع می کند. یعنی اگر خط مفروض و خط  را در یک دستگاه دو معادله ی دو مجهولی در نظر بگیریم ، جواب y دستگاه  است. با جایگذاری  در معادله ی خط ، مختصات نقطه ی تلاقی برابر با  خواهد بود. دقت کنیم نقطه ی تقاطع  روی خط خواسته شده نیز واقع است. پس :


تست : معادله ی خطی که از نقطه ی تلاقی  و محور x ها گذشته و با خط  موازی باشد، کدام است؟

حل) گزینه ی «2» برای به دست آوردن نقطه ی تلاقی خط  و محور x ها  ، کافی است در معادله جای y، صفر جایگزین کنیم. داریم:

چون خط با خط  موازی  است، نتیجه می گیریم دو خط هم شیب هستند. داریم: 

حال با داشتن شیب  و نقطه ی ، معادله ی خط را طبق فرمول  می نویسیم: 

ب) نوشتن معادله ی خط با داشتن دو نقطه از آن :
اگر  دو نقطه از یک خط باشند ابتدا به کمک فرمول  شیب خط را بدست می آوریم سپس با انتخاب یکی از نقاط A یا B  به دلخواه طبق حالت قبل معادله ی خط را بدست می آوریم. 
مثال: معادله ی خطی را بنویسید که از دو نقطه  بگذرد.


مثال: مربع  در ناحیة اول صفحة مختصات واقع است به طوری که  دو رأس مجاور آن هستند




الف) شیب خط  را بیابید و معادله آن را بنویسید.



ب)شیب ضلع AD را حساب کنید و معادله این ضلع را هم بنویسید.
چون  مربع هست پس ضلع  بر  عمود هست بنابراین داریم:

بنابراین با داشتن شیب خط  و یک نقطه از آن (نقطة ) می توانیم معادله خط  را بنویسیم.



پ)اگر بدانیم نقطة  رأس سوم مربع است مختصات راس  را بیابید.
نقطة  در واقع نقطة تقاطع خطوط  و  است بنابراین کافیه معادله خط  رو بدست بیاریم (معادله خط  رو هم که در قسمت قبل بدست آوردیم) و بعد با تشکیل یک دستگاه 2 معادله دو مجهول نقطة تقاطع  را بدست بیاریم.
برای به دست آوردن معادله ی خط  ٬چون ضلع  موازی  است بنابراین:

اکنون با داشتن شیب خط  و مختصات نقطة  می تونیم معادلة خط  رو بنویسیم:

حالا معادلة خطوط  و  را در یک دستگاه می نویسیم تا نقطة تقاطع دو خط یعنی نقطة  در بیاد:



روش دوم :
نکته :در هرمتوازی الاضلاع  می دانیم اندازه ضلع های روبرو باهم برابر است 


یعنی مجموع طول های راس های روبرو باهم برابر است(در مورد عرض ها هم همین طور) مثلا اگر راس های A و C رو بروی هم و راس های B وD روبروی هم باشند داری
	مربع نوعی متوازی الاضلاع است پس داریم:

تست: اگر سه نقطه ی متمایز  روی یک خط راست باشند، آن گاه :

حل )گزینه ی «1» شرط آن که 3 نقطه ی A ، B و C بر یک خط راست واقع باشند ( بر یک استقامت باشند)، این است که:

تساوی 2 جزء از 3 جزء کافی است. 
برای این که سه نقطه ی  روی یک خط راست باشند، باید  باشد. پس داریم:


دقت کنیم! نقاط A ، B و C متمایزند. به ازای  مختصات نقطه ی C برابر  می شود. در این حالت دو نقطه ی B و C یکسان بوده و دیگر متمایز نخواهند بود.
روش دوم: معادله ی خط AB را نوشته و سپس مختصات نقطه ی C را در آن صدق می دهیم تا پارامتر m به دست آید...







فاصلة دو نقطه (طول یک پاره خط)
شکل مقابل را در نظر بگیرید.








الف)فاصلة دو نقطة A وB  که برابر طول پاره خط AB می باشد، برابر 5 است. چه رابطه ای بین این اعداد با  وجود دارد؟تفاضل طول ها برابر 5 است پس:


چون طول پاره خط با طول پاره خط  برابر است و همواره عددی مثبت است پس باید از قدر مطلق استفاده کنیم.
ب) فاصلة دو نقطة  و  را بر حسب عرض آنها بیان کنید.

پ)در شکل مقابل فاصلة نقاط  و را بر حسبب طول آنها و فاصلة دو نقطة و  را بر حسب عرض آنها بنویسید.






در حالت کلی می توان گفت :
1- اگر  و  دو نقطة هم عرض در صفحه باشند، آن گاه 
2- اگر  و  دو نقطة هم طول در صفحه باشند، آن گاه 
تست: دو نقطه ی  دو انتهای قطر کوچک یک لوزی هستند که قطر بزرگ آن 3  برابر قطر کوچک آن است. مساحت لوزی کدام است؟

لوزی متوازی الاضلاع است که 4 ضلع برابر دارد. در لوزی قطرها ، عمود منصف یک دیگرند. مساحت لوزی برابر نصف حاصلضرب دو قطر آن است. یعنی: 






دو نقطه ی  دو انتهای قطر کوچک لوزی اند. چون A و B هم طول اند ، فاصله ی آن ها برابر است با:

چون قطر بزرگ، 3 برابر قطر کوچک است، در نتیجه داریم:





فاصله دو نقطه دلخواه
مثال : در شکل مقابل فاصلة دو نقطة  و  را بدست آورید؟
ابتدا یک مثلث قائم الزاویه درست می کنیم سپس به کمک رابطه ی فیثاغورس فاصله دو نقطه را بدست می آوریم. 






	







مطابق شکل زیردر حالت کلی طول پاره خط  به کمک قضیة فیثاغورس به دست می آید.
.







	

نکته : فاصلة دو نقطة  برابر است با 
مثال : نقاط  را در نظر بگیرید و آنها را روی دستگاه محور های مختصات مقابل مشخص کنید.
الف) محیط مثلث  را با محاسبة طول اضلاع آن به دست آورید.












ب)  چه نوع مثلثی است؟ 
وقتی سؤال نوع مثلث را می خواهد 4 حالت زیر پیش می آید:
1 )اگر سه ضلع مثلث با هم برابر باشد مثلث باشد مثلث متساوی الاضلاع هست.
2 )اگر فقط دو ضلع مثلث با هم برابر باشد مثلث متساوی الساقین هست.
3 )اگر رابطة فیثاغورس در مثلث برقرار باشد مثلث قائم الزاویه هست.
4 )اگر هر دو حالت 2 و 3 برقرار باشد مثلث قائم الزاویه متساوی الساقین هست.
در این سوال چون ضلع   با ضلع   برابر است پس مثلث متساوی الساقین است.از طرفی طول اضلاع مثلث در قضیه فیثاغورس صدق می کند: 
پس مثلث مثلث قائم الزاویه است.در نتیجه مثلث قائم الزاویه متساوی الساقین هست
پ) به روش دیگر(غیر از فیثاغورس) نشان دهید  یک مثلث قائم الزاویه است. سپس مساحت آن را حساب کنید.
دو خط گذرنده از پاره خط های  و  بر هم عمود هستند زیرا حاصل ضرب شیب این خط ها برابر با  است:


مساحت مثلث با داشتن مختصات سه راس آن
اگر نقاط  سه رأس مثلث باشند، مساحت مثلث ABC برابر است با: 



روشی برای حفظ کردن فرمول بالا 
در فرمول مساحت مثلث همیشه  وجود دارد. کافی است در داخل قدر مطلق سه بار  را بنویسیم. حال رئوس مثلث  روی سیکل پاد ساعتگرد نوشته و این سیکل را یک بار از ، یک بار از  و یک بار از  می خوانیم و اندیس عبارت  قرار می دهیم.
با داشتن مختصات سه رأس مثلث ، از فرمول بالا مساحت مثلث را محاسبه می کنیم. داریم:


مثال : نشان دهید مثلث با رئوس  یک مثلث متساوی الساقین قائم الزاویه است. 



راه اول:

راه دوم:









تست : سه نقطه ی  سه رأس یک مثلث اند. این مثلث همواره چگونه است؟
1) متساوی الاضلاع است.                                  2) متساوی الساقین است ولی قائم الزاویه نیست.
2) قائم الزاویه و متساوی الساقین است.              4) قائم الزاویه است ولی متساوی الساقین نیست.
حل) گزینه ی «3»: ابتدا اندازه ی اضلاع مثلث ABC را با داشتن مختصات رئوس آن تعیین می کنیم. داریم:


چون دو ضلع  و  برابرند، مثلث متساوی الساقین است ( و  ساق مثلث هستند). حال برای بررسی قائم الزاویه بودن این مثلث تنها کافی است رابطه ی فیثاغورس را بین اضلاع مثلث کنترل کنیم. مشخص است که بزرگترین ضلع، وتر است . داریم:


رابطه ی فیثاغورس بین اندازه ی اضلاع مثلث برقرار است. پس مثلث علاوه بر این که متساوی الساقین است، قائم الزاویه نیز خواهد بود. به زبان ساده مثلث ABC، قائم الزاویه ی متساوی الساقین است.
 تست : نقاط مفروض اند. به ازای کدام مقدار ، مثلث  در رأس  قائمه و متساوی الساقین است.

حل)گزینه ی «4» می دانیم نقاط  سه رأس مثلث  هستند. چون مثلث  در رأس A قائمه و متساوی الساقین است، پس باید بین اضلاع آن رابطه ی فیثاغورس برقرار بوده و  باشد. برای برقراری رابطه ی فیثاغورس تنها باید به این نکته توجه کنیم که کدام ضلع را به عنوان وتر انتخاب نماییم. چون این مثلث در رأس A قائمه است، لذا ضلع وبه رو به این زاویه، یعنی ضلع  ، نقش وتر را ایفا می کند. پس می نویسیم:



با معلوم شدن مقدار a، احتیاجی به برقراری شرط  نیست. اما اگر یکی از گزینه ها می گفت که به ازای هیچ مقدار a، مثلث ABC قائم الزاویه ی متساوی الساقین نیست، آن وقت باید بررسی می کردیم که آیا به ازای ، شرط  برقرار است یا نه. 
روش دوم: می توانیم مسأله را با شرط متساوی الساقین بودن حل کنیم، یعنی  را برقرار سازیم
مثال : طول جغرافیایی تبریز تقریباَ 46 درجة شرقی و عرض جغرافیایی آن حدود 38 درجة شمالی است که به طور خلاصه می توان موقعیت این شهر را به صورت  نشان داد. این اطلاعات در مورد چابهار به صورت  می باشد. با فرض این که مسافت فیزیکی هر درجه طول جغرافیایی همانند مسافت فیزیکی هر درجه عرض جغرافیایی برابر 110 کیلومتر باشد، مطلوب است محاسبة فاصلة مستقیم این دو شهر.














مثال: در یکی از جاده های کشور تصادفی رخ داده است که مختصات نقطة تصادف بر روی نقشة مرکز امداد به صورت  است. نزدیک ترین پایگاه های امداد هوایی به محل تصادف در نقاط  واقع اند . شما کدام پایگاه را برای اعزام بالگرد امداد به محل حادثه پیشنهاد می کنید؟ ( اعداد بر حسب کیلو متر هستند).





پایگاه A را پیشنهاد می دهیم . چون فاصله ی آن تا نقطه ی تصادف کمتر است.
تست: طول نقطه ی  واقع بر محور طول ها که از دو نقطه ی  به یک فاصله باشد، کدام است؟

حل) گزینه ی «3» :نقطه ی  روی محور طول هاست. پس در مختصات آن مؤلفه ی دوم حتماَ صفر است. حال چون فاصله ی  از نقطه ی  برابر است، کافی است فاصله ی  را تا  و  محاسبه کرده و برابر هم قرار دهیم. داریم:


مثال: فاصلة نقطة  تا مبدأ مختصات را به دست آورید.       


به طور کلی فاصله نقطه تا مبدأ مختصات باربراست با:


مثال الف) دایره ای به مرکز مبدأ مختصات، از نقطة  گذشته است. شعاع دایره را محاسبه کنید.







تست: نقطه ی  بالای محور  هاست و فاصله ی آن از مرکز مختصات برابر 5 می باشد.   کدام است؟

حل) گزینه ی «2»
نکته :اگر نقطه ای بالای محور  ها باشد، عرض آن مثبت و اگر پایین محور  ها باشد عرض آن منفی است.
چون نقطه ی  بالای محور x هاست، نتیجه می گیریم  است. می دانیم فاصله ی  نقطه ی A از مرکز مختصات برابر 5 است. پس کافی است ابتدا با استفاده از فرمول  اندازه ی OA را محاسبه کرده و سپس برابر 5 قرار دهیم. داریم:


چون قبلاَ به این نتیجه رسیدیم که  است، تنها  را قبول می کنیم. در نتیجه گزینه ی 2 صحیح است.
تست: خطی که از نقاط  می گذرد، با محور های مختصات چه مساحتی می سازد؟

ابتدا معادله ی خط AB را مشخص می کنیم:


حال برای محاسبه ی مساحت مثلثی که خط  با محورهای مختصات می سازد، کافی است طول از مبدأ و عرض از مبدأ آن را مشخص کرده و از رابطه ی  استفاده نماییم. می نویسیم:




مختصات نقطة وسط پار خط:
شکل مقابل را در نظر بگیرید. 
الف) نقطة وسط پاره خط AB را M بنامید . M  را به همراه مختصات آن روی شکل مشخص کنید.
ب) نقطة وسط پاره خط CD را N بنامید و N را به همراه مختصات آن روی شکل مشخص کنید.









پ)مطابق شکل،  و  دو نقطة دلخواه روی محور ها هستند . اگر  وسط  باشد، طول نقطة  را به دست آورید. 





در این قسمت اشاره به این که همیشه  انتهای منهای  ابتدا می شود ضروری به نظر می رسد.
ت) در شکل مقابل،  و  دو نقطة دلخواه روی محور   ها هستند. اگر  وسط   باشد، عرض نقطة  را بیابید.







ث)  و  را دو نقطة دلخواه در صفحه مختصات در نظر بگیرید به طوری که  وسط  باشد. با توجه به شکل ، مختصات  را بنویسید. 





مختصات نقطة وسط پاره خط  عبارت است از .
مثال : مثلث با رئوس  را در نظر بگیرید و آنها را در دستگاه محور های مختصات مقابل  مشخص کنید.
الف) مختصات  ، نقطة وسط ضلع  را مشخص کنید.ب) طول میانة  را محاسبه کنید.
تعریف میانه: پاره خطی که وسط یک ضلع را به رأس مقابل آن ضلع وصل می کند

پ)معادلة میانة  را به دست آورید. 








تست: نقاط  سه رأس یک مثلث هستند. طول میانه ی  چه قدر است؟

حل) گزینه 1: برای محاسبه ی طول میانه ی ، ابتدا مختصات  (وسط پاره خط ) را به دست می آوریم. سپس با داشتن مختصات دو نقطه ی  و ، طول پاره خط  (میانه ی ) را مشخص می کنیم . می نویسیم: 





تست : معادله ی میانه ی  در مثلثی که مختصات سه رأس آن  باشد، کدام است؟

حل) گزینه ی «4» برای نوشتن معادله ی میانه ی AM در مثلث ABC ، باید مختصات A و M را داشته باشیم. مختصات  است و برای تعیین مختصات نقطه ی M ، کافی است به این نکته دقت کنیم که M وسط BC است. حال با استفاده از رابطه ی ، داریم:






تست: دو نقطه ی  دو رأس از مثلثی هستند. میانه ی نظیر رأس C منطبق بر خط   می باشد مختصات وسط AB کدام است؟

حل)گزینه «4»: چون میانه ی نظیر رأس C روی خط  است، نتیجه می گیریم M نیز عرضی برابر 5 دارد، یعنی  پس می نویسیم:





مثال :دو انتهای  یکی از قطر های دایره ای نقاط  هستند. 
الف) اندازة شعاع و مختصات مرکز دایره را بیابید.
مختصات مرکز دایره نقطه وسط قطر یعنی وسط پاره خط  است:
 







	
ب) آیا نقطة   بر روی محیط این دایره قرار دارد؟ چرا؟
اگر نقطه ی  روی دایره باشد باید  نیز برابر با طول شعاع دایره باشد:





مثال : یک میلة پرچم بزرگ، مطابق شکل توسط کابل هایی به چهار نقطه در زمین محکم شده است به طوری که فاصلة هر نقطه تا میله برابر است با فاصلة نقطة مقابل آن تا میله. مختصات نقطة  را به دست آورید. 



[image: ]
مثال :  اگر  و  دو عدد حقیقی متمایز باشندوداشته باشیم  ، نشان دهید نقطة وسط پاره خط  همیشه بر روی خط  واقع است.
اگر  وسط   باشد مختصات آن به صورت  است  که دارای طول و عرض برابر است و چون هر نقطه روی خط  دارای طول و عرض برابر می باشد پس نقطه  حتما روی خط  قرار دارد.

مثال : الف) نقطة  وسط پاره خط و اصل بین دو نقطة  و  است. مختصات  را بیابید.
چون  وسط پاره خط  است پس داریم:



 (
   
)





مثال : نقاط  سه رأس یک مستطیل هستند. مختصات رأس چهارم آن را بیابید. ( با دانستن این مطلب که در هر مستطیل، قطرها منصف یکدیگرند، آیا می توانید راه حل کوتاه تری برای مسأله ارائه کنید؟)
محل برخورد قطرها را  می نامیم و مختصات آن را با داشتن مختصات دو سر پاره خط  به دست می آوریم. حالا می دانیم که نقطه ی  وسط قطر دیگر هم هست.
باز به کمک فرمول می توانیم مختصات رأس چهارم  را بیابیم.












راه کوتاه تر:


 تست : نقاط  سه رأس یک مربع هستند. مجموع طول و عرض رأس چهارم کدام است؟

حل)گزینه ی «1» اگر رأس چهار مربع را با D نمایش دهیم، با تجسم شکل مربع در دستگاه مختصات پی می بریم رئوس A و B روبه روی هم اند و Cو D نیز رئوس روبه روی هم اند. و بین مختصات رئوس آن رابطه ی زیر برقرار است:


مراقب باشیم ! پی بردن به این نکته که رئوس رو به روی هم کدام اند، براب نوشتن رابطه ی بالا الزامی است. این فکر غلط است که طراح همواره  را رئوس متوالی مربع در نظر بگیرد. پس برای دریافتن حقیقت موضوع، تجسم مختصات رئوس داده شده در دستگاه مختصات تنها راهی است که پیش روی ماست.
به زبان ساده، در هر مربع مجموع مختصات رئوس روبروی هم برابرند.




 (
          
)



تست: نقاط  سه رأس یک لوزی هستند، مساحت لوزی چه قدر است؟

حل) گزینه ی «1»  ابتدا با داشتن مختصات سه رأس A و B و C، مختصات رأس چهارم لوزی، یعنی D را مشخص می کنیم. با توجه به شکل  می باشد، پس A وC مقابل هم و B وD  نیز مقابل یک دیگرندو داریم:

حال اندازه ی دو قطر AC و BC را با استفاده از فرمول طول پاره خط به دست آورده و سپس مساحت لوزی را محاسبه می کنیم:



تست: یک رأس از متوازی الاضلاع نقطه ی  و معادله های دو ضلع آن
 
است. مختصات محل تلاقی دو قطر آن کدام است؟

حل) گزینه ی «3» در این تست ، رأس  در معادله ی دو ضلع متوازی الاضلاع صدق نمی کند. پس معادله ی دو ضلع ، مربوط به اضلاع BC و CD است. اگر معادله ی آن ها را با هم قطع دهیم، مختصات رأس C (رأس مقابل A ) به دست می آید. داریم:

با داشتن مختصات دو رأس مقابل A و C ، وسط قطر AC یا همان محل تلاقی دو قطر متوازی الاضلاع به دست می آید . داریم:





مثال : دو نقطة  را در نظر بگیرید. 
الف) فاصلة مبدأ مختصات را از وسط پاره خط  به دست آورید.
فرض کنیم نقطه ی  وسط پاره خط  باشد . پس 


فاصله ی مبدأ از نقطه ی  :

ب) معادلة عمود منصف پاره خط  را بنویسید.
مرحله1- شیب پاره خط  را به دست می آوریم 
مرحله 2- شیب عمودمنصف عکس و قرینه شیب است
 مرحله 3- باداشتن یک نقطه از عمود منصف یعنی نقطه   وشیب آن معادله ی خط عمود منصف را با استفاده از فرمول به دست می آوریم:









مثال :  یک روستا دارای دو دبستان است که مختصات آنها در نقشة ادارة آموزش و پرورش به صورت  است. هدف آن است که هر دانش آموز در نزدیک ترین مدرسه نسبت به خانة خود ثبت نام کند. معادلة خطی را بنویسید که روستا را با این هدف به دو قسمت تقسیم کند.
این خط باید عمود منصف پاره خط  باشد. ابتدا شیب خط گذرنده از  را به دست می آوریم. شیب خط عمود بر آن را حساب می کنیم. سپس مختصات وسط پاره خط  را به دست می آوریم. و معادله ی خط عمود منصف را می نویسیم. 














مثال : نقاط  دو رأس از یک مثلث متساوی الاضلاع هستند . مختصات رأس سوم آن را بیابید. مسأله چند جواب دارد؟
راس سوم را B در نظر می گیریم می دانیم که رأس سوم روی عمود منصف پاره خط  قرار دارد. به طوری که فاصله ی آن تا دو نقطه ی وبه یک اندازه است:






این مسئله دو جواب دارد.






قرینه ی نقطه ای نسبت به یک نقطه ی دیگر در صفحه:
در شکل زیر نقطه ی  قرینه ی نقطه ی  نسبت به نقطه ی  است به شرطی که 
در نتیجه می بینیم که نقطه ی  وسط دو نقطه ی  و  است. 





مثال :  قرینة نقطة  نسبت به نقطة  را به دست آورید
قرینه ی نقطه ی  را  می نامیم و با توجه به مطالب فوق داریم  پس  وسط  در نتیجه 


مثال :سود سالانة یک واحد کوچک تولیدی از سال 1385 تا 1395 طبق نمودار مقابل سیر صعودی داشته است . به کمک فرمول نقطة میانی پاره خط مشخص کنید :
الف) میانگین سود سالانة این شرکت در دهة مورد نظر چقدر بوده است؟
برای محاسبه ی میانگین سود سالانه باید مقدار عرض نقطه ی وسط پاره خط  را به دست آوریم: 

ب) در کدام سال، مقدار سود سالانه با این میانگین سود ده ساله برابر بوده است؟
برای اینکه بفهمیم در کدام سال مقدار سود سالانه با این میانگین برابر بوده باید طول نقطه ی وسط پاره خط  را به دست آوریم:

 (
سود 
بر حسب 
میلیون تومان
)






پ)اگر سود سالانه در طول یک دهة آینده با همین روند افزایش یابد، انتظار می رود در سال 1405 سود سالانه شرکت چقدر باشد؟
با توجه به شکل واضح است که نقطه ی وسط پاره خط  است.



جزوه کنکوری تمام مباحث ریاضیات تالیف حبیب هاشمی در کانال تلگرامی @eshgheriazikonkour
فاصلة نقطه از خط
اگر  نقطه ای خارج خط L باشد، فاصلة  تا  برابر است با طول پاره خطی که از  عمود بر L رسم می شود( )؛ به زبان ساده فاصله ی نقطه از خط ، طول  کوتاه ترین پاره خطی است که نقطه را به خط وصل می کند. 



مثال: فاصلة نقطة  را از خط L به معادلة  به دست آورید.	[image: ]
حل: چون شیب  برابر  است، پس هر خط عمود بر آن دارای شیب  خواهد بود. معادلة خط  گذرا از  و عمود بر  را می نویسیم.



اگر معادلة دو خط   و را به صورت یک دستگاه معادلات خطی در نظر بگیریم، از حل آن مختصات نقطة  ، محل برخورد دو خط به دست می آید.

طول پاره خط  جواب مسئله است.

اگر مراحل حل این مثال را در حالت کلی به کار ببریم، به نتیجة زیر می رسیم:
فاصلة نقطة  از خط به معادلة   برابر است با

دقت کنیم ! برای استفاده از فرمول بالا ، گام اول این است که مختصات نقطه ی را در معادله ی  خطی که برابر صفر است، قرار دهیم، مثلاَ اگر شکل خط به صورت  باشد، ابتدا معادله ی خط را به صورت  درآورورده و سپس از فرمول فاصله ی نقطه ی از خط استفاده کنیم.
مثال: مثال بالا را به کمک این فرمول حل می کنیم؛ یعنی فاصلة  را از خط به معادلة
  به دست می آوریم:

مثال: فاصلة نقطة   را از خط به معادلة  به دست آورید.









مثال:  مثلث با رئوس  را در نظر بگیرید.
الف) شیب ضلع  را به دست آورید و معادلة آن را بنویسید.

ب) فاصلة رأس  تا ضلع  را به دست آورید.
فاصلة نقطة  از خط به معادلة  برابر است با


پ)طول ضلع  را به دست آورید و سپس با استفاده از طول ارتفاع  ، مساحت مثلث را بیابید.


	[image: ]مثال : خط  بر دایره ای به مرکز  مماس است. شعاع دایره را بیابید. 
( راهنمایی: خط مماس بر دایره بر شعاع گذرنده از نقطة تماس عمود است).
پس باید با توجه به راهنمایی که کرده فاصله ی نقطه ی مرکز را از خط  به دست آوریم.
	  [image: ]  
مثال :  یکی از اضلاع مربعی بر خط  واقع است. اگر  یکی از رئوس این مربع باشد، مساحت آن را بدست آورید.
نقطه ی  روی خط قرار ندارد بنابراین از نقطه ی  بر خط عمود می کنیم. فاصله ی این نقطه از خط طول ضلع مربع است:











تست: طول قعر مربعی که یک ضلع آن واقع بر خط به معادله ی  و مختصات یک رأس آن  است، کدام است؟

حل) گزینه ی «4» به شکل مربع دقت کنیم . معادله ی یکی از اضلاع آن ( به عنوان مثال ضلع BC ) برابر با  است. مختصات یکی از رئوس مربع  است.
دقت کنیم که اگر مختصات رأس های B یا C  باشد، باید مختصات  در معادله ی ضلع BC یعنی  صدق کند. ملاحظه می کنیم مختصات  در خط صدق نمی کند. پس نتیجه می گیریم مختصات  متعلق به یکی از رأس های A یا D است که روی ضلع BC واقع نیستند (به عنوان مثال مختصات رأس A را برابر  در نظر می گیریم) . برای محاسبه ی طول قطر مربع ، باید طول ضلع آن را معلوم کنیم . دقت کنیم فاصله ی رأس A از ضلع BC برابر با طول ضلع مربع است. داریم:





تست: معادله ی یکی از قطرهای مربع برابر با  است. اگر مختصات یکی از رئوس مربع  باشد، مساحت مربع کدام است؟

حل) گزینه ی «3» به شکل مربع دقت کنیم . اگر فرض کنیم معادله ی قطر BD برابر با  باشد، به راحتی پی می بریم نقطه ی  روی BD نیست و متعلق به رأس های A یا C است ( به عنوان مثال  است).
حال به راحتی از روی شکل پی می بریم که فاصله ی رأس A از قطر BD برابر با نصف قطر است. داریم:





تست: نقطه ی  مرکز مربع و معادله ی یک ضلع آن به صورت  می باشد. به ازای کدام مقدار a، مساحت مربع 16 واحد مربع است؟

حل) گزینه ی «3» چون مساحت مربع 16 است، در نتیجه هر ضلع این مربع 4 واحد می باشد. از طرفی می دانیم فاصله ی مرکز مربع از تمام اضلاعش برابر نصف ضلع مربع است. پس ابتدا فاصله ی مرکز  را از ضلع مربع به معادله ی  محاسبه کرده و سپس برابر 2 قرار می دهیم تا پارامتر a مشخص شود:






مثال: اگر فاصله ی نقطه ی  از خط  برابر 2 باشد، آن گاه:

چون فاصله ی نقطه ی  از خط  برابر 2 است، در نتیجه جواب حاصل از فرمول 
 به ازای مختصات  برابر با 2 می باشد. یعنی  داریم:


تست : فاصله ی نقطه ای واقع بر نیمساز ناحیه ی دوم از خط به معادله ی  برابر  واحد است. عرض آن نقطه کدام است؟

42 – گزینه ی «3»
نقطه ی  روی خط  (نیمساز ناحیه ی 2) قرار دارد . به عبارتی مؤلفه های x و y ، به هم وابسته اند . به زبان ساده اگر مؤلفه ی اول را a فرض کنید، مؤلفه ی y (عرض) برابر با a است. ازطرفی چونروی نیمساز ناحیه دوم قرار دارد پس طول آن منفی است 
پس فاصله ی نقطه ی مورد سؤال  را از خط  محاسبه کرده و برابر  قرار می دهیم. داریم:






تست: نقطه های  و مبدأ مختصات سه رأس یک مثلث می باشند. طول ارتفاع این مثلث گذرنده از مبدأ کدام است؟

حل) گزینه ی «1» می دانیم طول ارتفاع وارد از هر رأس بر ضلع مقابل، برابر با فاصله ی رأس مورد نظر از ضلع مقابل آن است.   
گام اول: معادله ی ضلع مقابل به رأس O ، یعنی ضلع AB را به دست می آوریم:








گام دوم : از فرمول فاصله ی  نقطه  از خط ، فاصله ی رأس O را تا ضلع AB به دست می آوریم . مقدار به دست آمده ، طول ارتفاع گذرنده از مبدأ است. می نویسیم:


مثال :الف)نشان دهید دو خط با معادلات  با یکدیگر موازی اند.


چون شیب ها برابر شد پس موازی هستند.
روش دوم :در معادله ی دو خط موازی ، ضریب x و y نظیر به نظیر مضربی از هم هستند.
ب)فاصلة این دو خط را محاسبه کنید.
فاصله دو خط موازی: برای به دست آ وردن فاصله دو خط موازی یک نقطة دلخواه روی یکی از خطوط در نظر می گیریم و فاصله آن را از خط دیگر به دست می آوریم.
نقطه ی  روی خط  قرار دارد. حالا فاصله ی نقطه ی  را تا خط  به دست می آوریم: 





روش دوم : ابتدا ضرایب x و y را یکسان کنیم. بعد از یکسان کردن ضرایب x و y دو خط موازی
  را داریم که برای به دست آوردن فاصله ی بین دو خط از رابطه ی زیر استفاده می کنیم:





دقت کنیم! برای استفاده از فرمول فاصله ی دو خط موازی یعنی ، حتماَ ضرایب x و y را یکسان می کنیم.
تست: فاصله ی دو خط موازی  برابر است با:

حل)برای تعیین فاصله ی دو خط موازی ، ابتدا باید پارامتر m را به دست آوریم. چون دو خط موازی هستند، پس هم شیب خواهند بود در نتیجه  است. حال چون ضرایب x و y یکسان هستند از رابطه ی زیر فاصله ی بین آن ها را مشخص می کنیم . داریم:






تست: فاصله ی خطی  که دو نقطه ی  را به هم وصل می کند، از خطی که دو نقطه ی  را به هم وصل می کند، کدام است؟


حل) گزینه ی «3»



دو خط d و  موازی اند و ضرایب x وy در آن ها یکسان است. پس طبق فرمول فاصله ی دو خط موازی ، فاصله ی بین آن ها را به دست می آوریم . داریم:

تست: معادلات دو ضلع از یک مربع به صورت  است. مساحت مربع کدام است؟


حل) گزینه ی «3» معادله ی دو ضلع از یک مربع به صورت  است با کمی دقت پی می بریم شیب این دو خط یکسان و برابر با  است. پس این دو خط ، دو ضلع مقابل هم در یک مربع بوده و فاصله ی آن ها از هم ، ضلع مربع خواهد بود. داریم:






درس دوم : تابع درجه 2 و معادله درجه دوم

جهت تهیه جزوه کل کتاب به سایت ریاضی کده سر بزنید
 (
www.riazikade.com
)
یا به شماره زیر پیام دهید
09120918701
حبیب هاشمی
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