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  2فصل اول هندسه

 پایه یازدهم
 رشته ریاضی و فیزیک

 
 

                                 طبقه بندی سوالات به صورت موضوعی 

                                  پاسخ کاملا تشریحی 

                                  کلاس هافعالیت ها و کاردر  ٬ات تمرینحل تمامی 

    

 

 

 مؤلف:

 حبیب هاشمی
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  2هندسه  

  : مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره درس اول 

   فرض کنیم : رهتعریف دایـO نقطه ثابت وr عدد حقیقی مثبت باشد. دایره به مرکزO و شعاعr هاییمجموعه نقطه 

 باشد.  rبرابرOاز صفحه است که فاصله ی آن ها از نقطه  

 

 

 

    دایره : 1توجهC  به مرکزO و شعاعr را به صورتC(O,r) ش می دهیم.اینم 

     دو دایره با شعاع های مساوی با هم برابرند. : 1نکته 

  : اوضاع نسبی نقطه و دایره 

 است. فاصلة آن تا مرکز دایره، کم تر از شعاع دایرهباشد،  C(o,r)درون دایره   Aاگر نقطه  الف(  

 

 

 

  

 .است هیره برابر شعاع دایرفاصله آن تا مرکز داباشد،  C(O,r)روی دایرة  Aاگر نقطه  ب(  

 

 

 

 

    دایره است تر از شعاعتا مرکز دایره بیش فاصله آن. باشد C(O,r)بیرون دایره  Aاگر نقطه  پ(  
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  2هندسه  

 : خط مماس بر دایره و خط متقاطع با دایره 

   :اس است.شند، می گوییم خط بر دایره مماگر خط و دایره فقط در یک نقطه مشترک با خط مماس بر دایره 

 ( مماس است.Cبر دایره ) Aدر نقطه  dدر شکل مقابل خط  

 

 

 

 

   :اند .گوییم خط و دایره متقاطعایره در دو نقطه مشترک باشند، میاگر خط و د خط متقاطع با دایره 

 نامیم.میقاطع ا نسبت به دایره ین حالت خط رقطع کرده است. در ا Bو  A( را در دو نقطه Cدایره ) d، خط زیرشکل  در 

 

 

 

  ود،ـم کنیم، فاصله آن نقطه تا پای عمـخارج یک خط، عمودی بر آن رسر از یک نقطه ـاگ : فاصله یک نقطه از یک خط 

 و نقاط خط می باشد.  Aترین فاصله بین نقطه کوتاه 

 گفته  dتا خط  Aطه ( و به آن فاصله نقAB>AHاست ) dتا نقاط خط  Aین فاصه نقطه رتکوتاه AHدر شکل مقابل،  

 صفر است. dتا خط  Aباشد، فاصله  d روی خط  Aشود. اگر می 
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  2هندسه  

    اوضاع نسبی یک خط و یک دایره: 

 زیر هستند:سه وضعیت یک خط و یک دایره در صفحه دارای   

 .تا خط برابر شعاع دایره باشد خط بر دایره مماس است، اگر و تنها اگر فاصله مرکز دایره الف(  

OH R  مماس است (C)و دایره  dخط  =

 

 

 

 

 

 

 تنها گر فاصله مرکز دایره تا خط کم تر از شعاع دایره باشد. اگر و دایره متقاطع استخط با  ب( 

OH R   خطd  و دایره(C) متقاطع اند 

 

 

 

 

 

 

 ره تا خط ، بزرگتر از شعاع دایره باشد.گر و تنها اگر فاصله مرکز دایایره نقطه اشتراکی ندارند . اخط و د پ( 

OH R   خطd  و دایره(C)  ندارندنقطه اشتراکی 
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  2هندسه  

   خاصیت مهم خط مماس: 

 بر هم عمودند  Aنقطه ی  و خط مماس بر دایره در OAنقطه ای روی دایره باشد شعاع  Aاگر  : خاصیت  

 

 

                                       (d OA⊥ )  

 

 

 رسم می کنیم. dرا بر خط  OHعمود  Oمماس باشد. از نقطه  C(O,R)بر دایره  Aدر نقطه  dفرض کنیم خط  اثبات: 

 ( تناقض دارد.Cره )و دای dبا فرض مماس بودن خط  ( متقاطع نیستند کهCو دایره ) dباشد، خط  OH>Rالف( اگر   

 ( در دو نقطه متقاطع می شوند که با فرض مماس بودن آن ها تناقض دارد.Cو دایره ) dباشد، خط  OH<Rب( اگر   

 نیز هست پس به جهت مماس dروی خط  H( قرار دارد و چون Cروی دایره ) Hورت ـباشد در این ص OH = Rپ( اگر   

 عمود است. d  بر خط OAاست. بنابراین  Aن ماه Hخط و دایره نتیجه می شود: بودن   

 

    چگونگی رسم خط مماس بر دایره در نقطه یA ( 1بر دایره )به کمک خاصیت: 

 بر  Aدر نقطه  dکنیم خط رسـم می OAرا عمود بر  dخط  Aکنیم . سپس در نقطه وصل می Aرکز دایره را به نقطه ـم 

 ( مماس است.Cدایره ) 

 

 

 

 



 

 
 

7 @eshgheriazikonkour                09120918701هاشمی  حبیب                       www.riazikade.ir     

 

  2هندسه  

 

 اگر خطی در انتهای شعاعی از دایره بر آن شعاع عمود باشد، آن گاه این خط بر دایره مماس است. : خاصیت   

 

 

 

 

 

 

 بر دایره مماس است. dعمود است باید ثابت کنیم خط  OHبر شعاع  Hدر نقطه ی  dدر شکل روبه رو خط  راه حل: 

 مشترک اند. Hدر نقطه ی  قطف C (O,R)و دایره ی  dنیم خط برای این کار کافی است ثابت ک  

 وتر آن است.  OAقائم الزاویه است و  OAHباشد. چون مثلث  dو روی خط  Hنقطه ای غیر از  aفرض کنید نقطه ی 

 مشترک Hی یک نقطه و دایره فقط در dاست. در نتیجه خط  رهخارج دای A. بنابراین  R<Oیعنی  OH< OAپس  

 بر دایره مماس است. dند و این نتیجه می دهد که خط هست  

    2و 1نتیجه خاصیت :  

 خط بر شعاع نقطه تماس عمود باشد.مماس اند اگر و تنها اگر این  در صفحه یک خط و دایره بر هم    

    تعاریف و مفاهیم اولیه: 

 ن نقطه ای روی دایره است.پاره خطی که یک سر آن مرکز دایره و سر دیگر آ شعاع دایره: الف( 

 

 

 

 

 ر آن روی ـخطی که دو سخطی که دو نقطة متمایز از دایره را به هم وصل می کند. به عبارت دیگر پاره پاره وتر دایره: ب( 

 دایره باشد. 
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  2هندسه  

 گذارد.ری از دایره که از مرکز دایره میوت قطر دایره: پ( 

 

 

 

 ر مرکز دایره واقع است.ای که رأس آن بزاویه زاویه مرکزی: ت( 

 

 

 

 

 ای است که راس آن روی دایره و اضلاع آن دو وتر از دایره باشند.زاویه زاویه محاطی: ث( 

 

 

 

 

 

 را روی آن دایره مشخص می کند. در این حالت برای مشخص ABواقع بر یک دایره دو کمان  Bو  Aدو نقطه  کمان: ج( 

  AFBو AEBان استفاده می شود. مانند کمان های تیاری واقع بر هر یک از دو کمهر یک از آنها از نقطه ای اخ کردن  

 کمان کوچکتر است. ABدر شکل مقابل. معمولا منظور از   
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  2هندسه  

 شود به آن کمان، کمان نظیر آن زاویه مرکزی گفته دایره جدا می ز زاویه های مرکزی یک کمان ازهر یک ا اندازه کمان : چ( 

 شود که واحد آن درجه است.اوایه مقابل به آن کمان تعریف میشود. اندازه کمان نظیر هر زاویه مرکزی، همان اندازه زمی 

 

 

 

 

 رو نگاه ب به شکل روبهدرک این مطلطول آن اشتباه گرفت. برای  بای یک کمان را اندازهدقت کنید که نباید  ر:ـتذک  ❖  

 کنید. 

 

 

 

 

AB،Aدر این شکل سه دایره ی هم مرکز رسم کرده ایم. با توجه به مطلب بالا، اندازه ی کمان ها     B1 Aو1 B2  برابرند. 2

ˆیعنی     = = =xOy AB A B A B1 1 2  ستند.ها با هم برابر نیاما طول این کمان  2

Aطول کمال B 2 Aطول کمان  2 B 1  ABطول کمان  1
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  2هندسه  

    خواص وترهای مساوی در دایره: 

    شند.ها برابر باهای نظیر آنکمانوتر برابرند اگر و تنها اگر در یک دایره )با دو دایره به شعاع های مساوی( دو 

 

 

                   =  =AB CD AB CD 

 راه حل اثبات دو بخش دارد. 

   کنیم ض میفر :بخش اولAB=CD کنیم و ثابت می=AB CD  وترهای)شکل را ببینید( از مرکز دایره به دو سر 

 AB  وCD کنیم. وصل می 

 اند:ضلع هم نهشتتساوی سه به حالت  OCDو  OABدو مثلث  









=

==

==

CDAB

RODOB

ROCOA

   =AB CD 21  در نتیجه  OO ˆˆ =  بنابراین 

 

AB= کنیمفرض می:  بخش دوم   CDکنیم  و ثابت میCDAB = 

21ه های مرکزی رو به رو با آن ها با هم برابرند، یعنی پس زاویابرند ،ربا هم ب CDو  ABکمان چون دو   
ˆˆ OO = 

 به حالت تساوی دو ضلع و زاویه بین آن ها با هم همنشت اند: OCDو  OABاکنون دو مثلث   









==

==

=

RODOB

ROCOA

OO 21
ˆˆ

 

CDABو در نتیجه   = 
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  2هندسه  

  ه قطر دایره چگونه نصف شدن وتر به وسیل: 

  کند.های نظیر آن وتر را نصف میدر هر دایره قطر عمود بر هر وتر آن وتر و کمان  

 

 

 

 

   

                                                                       ,
=

 = 
=

AD BD
AH BH

AC BC
 ABعمود بر وتر  CDقطر  

CDفرض :    AB⊥                       

AD=حکم :   BD    ، AH=BH 

 

 

    

  

                                            

   ایرهد : 1 الـمثC(O,  را بدست  ABباشد طول وتر  6برابر  ABر ـر فاصله مرکز دایره از وتـداده شده است اگ10(

 آورید.  

 

 

 کنیم.از رابطه فیثاغورس استفاده می AHBپاسخ: در مثلث   

= +  = +  =  =  = =OA OH AH AH AH AH AB AH2 2 2 2 2 2 210 6 64 8 2 16 
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  2هندسه  

    در دایره : 2مثـالC(O,R)و=AB  (17ص  7دست آورید. )تمرین  را به ABاز وتر Oفاصله AB=10و60

 

 

 

 

 از مرکز ی وتر . و برای پیدا کردن فاصلهجه دارددر 60 زاویه 3متساوی الاضلاع است چون OABدانیم که مثلث می پاسخ :  

 کندقطر عمود بر وتر و وتر را نصف میرا به دست آوریم ،  OHبر وتر عمود کنیم سپس طول پاره خط  Oیباید نقطه 

AHبنابراین    =  داریم: OAHه پس در مثلث قائم الزاوی 5

OA OH AH OH OH OH OH= + → = + → = → =  =3 2 2 2 2 2 210 5 75 75 5 3  

 کند.های نظیر وتر را نصف میگاه بر آن وتر عمود است و کمانطری از آن یک وتر را نصف کند. آندر هر دایره اگر ق 

AHفرض:    BH=  

CD  حکم:   AB , AD BD⊥ =   

 

 

 

 

 ه یک سر آن وسط کمان نظیر یک وتر باشد بر آن وتر عمود است و آن را نصف می کند.هر دایره قطری از دایره ک در 

=AD BD =,  یا  ⊥ =AC BC CD AB AH BH  

AD= فرض:   BD      

ABCDوBHAHحکم :    =⊥ 
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  2هندسه  

ˆ ˆ
 

= = 


= ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯→ 
=


OA OB R

AD BD O O O AH O B H

OH OH

1 2      

= = 
⎯⎯⎯→

=

H H

AH BH

1 2 90
 

    گذرد.منصف وتر دایره از مرکز دایره میعمود : نتیجه 

    اگـر نقاط وسط وتر : 3مثـالABو کمانABر عمود بر وتر ـچگونه می توانیم قط یم،شرا داشته باAB را رسم 

 م؟کنی  

 

 

 

 

 امتداد دهیم تا  Hنقطه را به هم وصل کنیم و از سمتبنامیم کافی است این دو  Hو وسط وتر را  Mاگر وسط کمان را   

 قطر عمود بر این وتر است. MNقطع کند با  Nدایره را در نقطه 

 

  ی دو وتر مساوی از مرکز دایرهفاصله : 

 .ها برابر باشدتنها اگر فاصله مرکز دایره از آنوتر برابرند، اگر و و های مساوی( دا دو دایره با شعاعیدر یک دایره ) 

AB CD OH OH=  =  

ABاه حل: فرض می کنیم ر  CD=  می خواهیم ثابت کنیمOH OH=  شکل را ببینید()و بر عکس 

 

 

 

  ض ز ض  زاویه مرکزی

 اجزای متناظر
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  2هندسه  

 کنیم. رسم میCDو ABترهای را به ترتیب بر و OHو  OHمرکز دایره، عمودهای Oینقطهاز  

 ی فیثاغورس.بنابر قضیه OCHو  OAHی در دو مثلث قائم الزاویه 

222222 '', CHOHOCAHOHOA +=+=  

 یعنی   

4242

2
22

2
22 CD

OHR
CD

CH
AB

OHR
AB

AH +==+== ',',  

ABچون   CD=  پس: 

2
2

2
2

22

44
'OH

CD
R

AB
ROH =−=−=  

OHدر نتیجه   OH=  

 با عمل بازگشتی می توان عکس این مطلب را ثابت کرد.  

  :خواص وترهای نامساوی در دایره 

 و بالعکس.است  ترنزدیکمرکز دایره به تر است گاه وتری که بزرگیره اگر دو وتر نامساوی باشند آندر یک دا 

ABدر دایره دیگرت به عبار  CD,C(O,R)تنها اگراگروOH OH(OHوOHفاصلهO از دو وترAB  وCD  

 (18حه صف 8هستند( )تمرین  

 

 

 
 

 کنیم وصل می Cو Bبه Oحل( از 

 دانیم اگر از مرکز دایره عمودی بر وتر رسم کنیم آن وتر را نصف می کند.می 

 فرض :AB CD OH :حکم         و                OH   

AB CD
OB OC R , BH , CH' ( )= = = = 1

2 2
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 2هندسه  

( )

OBH : H BH R OH

OCH': H ' CH' R OH'

AB CD
AB CD BH CH' BH CH'





=  = −

=  = −

   ⎯⎯→   

2 2 2

2 2 2

1 2 2

90

90

2 2

 

( )
'

' ' ' '
 


 −  − −  − ⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ OH

OH
R OH R OH OH OH OH OH OH OH

1 02 2 2 2 2 2 2 2
0  

 فرض  : OH OH AB : حکم و  CD   

2222

222

222

90

22

''

''':'

,

CHRBHROHOH

CHROHHHCO

BHROHHBO

CDCHABBHROCOB

−−

−=

−=

====





 

( ) ( )
'

' ' 'BH

CH
BH CH BH CH BH CH AB CD

 − 


−  − ⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→  ⎯⎯→ 

1 102 2 2 2
0  

 

  ه آنزاویه محاطی و انداز : 

  BACزاویه ای است که رأس آن روی دایره و اضلاع آن شامل دو وتر از دایره باشند. شکل زیر زاویه محاطی زاویه محاطی: 

 دهد.را نشان می 
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  2هندسه  

  اندازه زایه محاطی :  

ˆ          : ر هر سه حالت زیر داریممان روبه رو آن است یعنی داندازه هر زاویه محاطی برابر با نصف اندازه ک  =
BC

A
2

 

   :باشدری ازدایره وتک ضلع زاویه محاطی ی حالت اول 

 

 

 

 

    دو ضلع زاویه محاطی در دو طرف مرکز قرار باشند. :دوم حالت 

 

 

 

 

    ز باشند.طرف مرک یکدو ضلع زاویه محاطی در  :سوم حالت 

 

 

 

 

 ین قضیه را در سه حالت اثبات می کنیم: اثبات: ا  

 یک ضلع زاویه محاطی، قطری از دایره باشد. حالت اول: 

 

OB)وصل می کنیم تا مثلث متساوی الساقینBبه Oاز  OA)OAB= با هم هااور ساقهای مجیهایجاد شود. یعنی زاو 

BAبرابرند   ˆˆ  بنابراین: =
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): مقابلش برابر است یعنی  با کمانهر زاویه مرکزی ی اندازهزاویه مرکزی است، وÔاز طرفی    )ˆ =O BC1 2 

ˆ               :  ( داریم2( و )1طبق )   =
BC

A
2

  

   مجاورش برابر است.غیر خارجی با مجموع دو زاویه داخلی یهر زاویه دآوری:یا 

 دو ضلع زاویه محاطی در دو طرف مرکز دایره باشد. حالت دوم: 

 یم:گذرد، با توجه به حالت اول دارمی Aابتدا مطابق شکل قطری از دایره را که از رأس   

 

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ
=


= 

⎯⎯⎯⎯→ + = +  =
=
 BC

A

BD
A

BD DC BC
A A A

DC
A

1

1 2

2

2

2
2 2 2

2

          

 دو ضلع زاویه محاطی در یک طرف مرکز دایره واقع شده باشند. حالت سوم: 

 کنیم طبق حالت اول داریم:را رسم می ADقطر  

 

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

=


= 

⎯⎯⎯⎯→ + = +  =
=
 BC

A

BD
A

BD DC BC
A A A

DC
A

2

1 2

1

2

2
2 2 2

2

  

    نتیجه  : 

   روی یک کمان، با هم برابرند.های محاطی روبهیهوی زاهزدر هر دایره اندا  

 با هم برابر است. چون همگی مقابل به یک کمان هستند. Pو M،Nهایی زاویهدر شکل رو به رو اندازه  

 

ˆ ˆ= = =M N P AB
1
2

 

 جمع طرفین

 تفاضل طرفین
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    درجه تقسیم می کند. 90ره را به دو کمان است. چون قطر دایره، دای 90°به رو به قطر دایره زاویه ی محاطی رو 

 گاه :قطر دایره باشد، آن BCعبارت دیگر در شکل رو به رو اگر به 


= = = 

BC
BAC

180
90

2 2
 

    هی زاویمقابل، اندازهی شکل در دایره : 4مثـالA دست آورید.را به 

 

 

 

 

 را به  BCرده و اندازه ی کمان ـدرجه است. از این مطلب استفاده ک 360ی با اندازه یانـحالت کلی کمره در ـراه حل: دای 

 دست آوریم. 

+ + =  + + =  = AB AC BC BC BC360 110 120 360 130  

 ی محاطی نصف کمان مقابلش است، پسیک زاویهی دانیم اندازهز طرفی میا 

ˆ 
= = = 

BC
A

130
65

2 2
 

    در شکل مقابل  : 5مثـالx  وy .را محاسبه کنید 

x x x x x+ + =  =  = 2 3 4 360 9 360 40  

                            
x

y x = = = 
4

2 80
2

 

 

  :در دایره مقابل  تستAB  قطر وCD BC=  است. مقدارα چند درجه است؟ 

 1 )50     2 )65   

 3 )60     4 )55 
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 پاسخ:  

ˆ + 
=   =  = −  = 

BAD AD
BCD AD

180
100 200 180 20

2 2
 زاویه محاطی

= 
+ + = ⎯⎯⎯→ + =  = = CD BCAD CD BC CD CD

160
180 20 2 180 80

2
 

( درست است1ینه )گز                       
+  + 

= = = = 
ADC AD CD


20 80

50
2 2 2

 زاویه محاطی است 

 

   زاویه ظلی و اندازه آن: 

 و ضلع دیگرش مماس بر دایره  د یکی از اضلاع آن وتری از دایرهباشمیای است که راس آن روی دایره ویهزا زاویه ظلی: 

 است.  

 در شکل مقابل: BACˆمانند  

 

 

 

  :اندازه هر زاویه ظلی، برابر نصف کمان رو به روی آن است. یعنی در شکل مقابل:  قضیه     

 

ˆ =
AB

CAB
2

 

 

BAC                                                       اثبات روش اول: 


 رضزاویه ظلی است: ف 

                                                         ˆ =
AB

CAB
2

 : حکم

 را رسم می کنیم. ADقطر 
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ˆدر نتیجه محاطی مقابل به قطر است.  زاویه B کنیموصل می Bبه Dسپس از   = =
AD

B 90
2

 

 بنابر این:  

ˆˆADB DAB ( )+ = 90 1  

ˆ ˆDAB BAC ( )+ = 90 2  

 ( داریم:2( و )1از ) عمود است: پس (OA)چون خط مماس در نقطه تماس بر شعاع دایره  

ˆ ˆ

ˆ
ˆ

=

 =

= 


BAC ADB
AB

BACAB
ADB 2

2

 

 :اثبات به روش دوم   

 هیه جزوه کل کتاب به سایت ریاضی کده سر بزنیدتجهت 

 

 یا به شماره زیر پیام دهید

09120918701 
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